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数据包络分析 (D EA )方法是由美国著名运筹学
家 A  Chanes和W  W  C oope r等人发展起来的一种
崭新的评价方法。它应用数学规划计算比较决策单元






自 1978年第一个 DEA 模型 C 2R 问世后,很快引起人




出的值, 那么用区间更符合这种情况, 而且在 D EA应
用时, 输入输出都是统计数据, 很难做到绝对精确。故
深入讨论区间输入输出 D EA 算法有一定的现实意
义。本文就在基本的 DEA 模型 —— C 2R 模型基础上
讨论区间输入输出时 DEA 算法。
鉴于 DEA -C2R 模型已有许多专著和文章介
绍 [1, 2],本文不再赘述。
2　区间 DEA模型及评价方法
2. 1　 仅有一个 DMU为区间输入时
这是最简单的情况, 即
x i0∈ [ai0, bi0 ]　bi0 > a i0 > 0　 i= 1, 2, … , m
此种情形可分成 3种情况来讨论:
( 1)当DMU j0以定点 x i0 = [b10, b20, … , bm 0 ]输入
时,决策单元 DMU j 0可用 C 2R 模型判断是否有效,如
为 D EA有效, 因在输出不变情况下, 任何输入的减少
均不会使一个已经为有效的 DM U变为无效, 故以定
点 x i0= [a10, a20, … , am 0 ]输入,决策单元 DMU j0也为
DEA有效, 这时决策单元 DMU j 0在整个输入区间
[a i0, bi0 ]内任一点都可用 C
2R模型判断为 D EA有效,
就可根据实际情况选取合适的经济输入点。
( 2)当DMU j0以定点 x i0 = [b10, b20, … , bm 0 ]输入
时,如决策单元DMU j 0用 C 2R 模型判断为非 D EA有
效, 而以 x i0 = [a10, a20, … , am 0 ]输入时, 决策单元
DMU j0用 C
2R 模型判断为 D EA 有效,此时可考虑如
下数据变化:
x i0 = Uix i0,　Ui≥ 1, x i0 = [a10, a20, … , am 0 ]
y r 0 = Tryr 0,　 0≤Tr≤ 1( r= 1, 2,… , s,下同 )

















λjy r j≥ yr 0
　 λj, Uk≥ 0
定理 1　在只有输入增加的情况下, DMU j0
保持有效的充要条件为:
(U1, …,Um ) ∈ Γ= { (U1,… ,Um )|1≤ U1 ≤
U
*
i , 且B 1U1+ … + BmUm≤ 1},其中B i ( i= 1,
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(U*1 , 1,…, 1)
( 1,U*2 ,…, 1)
……
( 1, 1,…, U*m )
( 1)
及方程 B 1U1 + … + BmUm = 1来确定。
证明　必要性: 若把DMU j0删除掉,则由 ( 1)式中




x 1 + … +
Bm
xm 0
= 1 ( 2)
其中输出被固定为常数项。
假定 (U01,… , U0m ) ∈ Γ且输入矢量为 (U01x 10,… ,
U0m xm 0 )的 DMU j0变为无效, 则θ










θ* U01 x 10 + … +
Bm
xm 0
θ* U0m xm 0 = 1




故 (U01, … ,U0m ) Γ。矛盾,必要性得证。
充分性:因单项输入变动时, 由模型 (m′)可知 1≤
Ui≤U*i 成立。现假定存在U0i满足 1≤Ui≤U*i 且B 1U01
+ … + BmU
0
m > 1, 则
B 1
x 10
U01x 10 + … +
Bm
xm 0
U0m xm 0 =
1
θ




θU01 x 10 + … +
Bm
xm 0





( 3)当 DMU j0分别以定点 x i0 = [b10, b20, … , bm 0 ]
和 x i0= [a10, a20, … , am 0 ]输入,用C
2R 模型判断均为非
D EA有效,则DMU j0在整个输入区间均为无效, 因为在
输出不变时,输入的增加不会使无效的DMU 变为有效。
2. 2　 仅有一个 DMU为区间值输出时
设在所有输出中, 仅有决策单元 DMU j 0的输出为
区间值输出,即
y r0∈ [cr 0, d r0 ]　d r0 > cr0 > 0
此种情形也可分为如下 3种情况来讨论:
( 1)当DMU j0以定点 y r 0= [c10, c20, … , cs0 ]输出,
此时可用 C 2R 模型判断决策单元DMU j 0的有效性, 如
为 DEA有效, 因在输入不变时,任何输出的增加均不会
使一个已经为有效的 DMU 变为无效, 故以定点 y r 0 =
[d 10, d20,… , d s0 ]输出时 DMU j 0仍为 DEA 有效, 此时
DMU j0在整个区间 [cr0, d r 0 ]内任一点都为 DEA有效。
( 2)当DMU j0以定点 y r 0= [c10, c20, … , cs0 ]输出,
此时也可用 C 2R 模型判断决策单元DMU j0的有效性,
如为非 DEA有效,而以定点 y r0 = [d10, d 20,… , d s0 ]输
















λjx i j≤ x i0
　 λj,Tk ≥ 0
定理 2　 在只有输出变动的情况下, DMU j0
保持 DEA有效的充要条件为:
(T1, T2,… ,Ts )∈ Λ= {T
*
r ≤Tr≤ 1且 A 1T1+
… + A sTs≥ 1}
其中 A r由 (T1,T2, …,Ts )的如下 s个样本点
(T*1 , 1,… , 1)
( 1, T*2 ,… , 1)
……
( 1, 1,… ,T*s )
( 2)
及方程 A 1T1+ … + A sTs= 1来确定。
证明　 此定理的证明和定理 1类似, 省略。
同理, 此种情形只在输出区间的一定区域内保持有
效, 也可用此定理算出这一区域。
( 3)当DMU j 0分别以定点 y r0= [c10, c20,… , cs0 ]和
y r0 = [d10, d20,… , d s0 ]为输出,用 C 2R 模型分别判断决
策单元DMU j 0的有效性,如均为非D EA有效。由此可判
断决策单元 DMU j 0在整个输出区间均为非 D EA 有效,
因为当输入不变时,输出的减少不会使无效的DMU 变
为有效。
2. 3　 决策单元 DMU j0的输入输出值均为区间数时
设DMU j 0的输入和输出均为区间数,即
x i0 = [ai0, bi0 ]　bi0 > a i0 > 0
y r0 = [cr0, d r0 ]　d r0 > cr 0 > 0
这种情况讨论如下:
( 1)当 DMU j0的输入为定点 x i0 = [b10, b20, … ,
bm 0 ]和输出为定点 yr 0 = [c10, c20, … , cs0 ]时, 可用 C2R




( 2)当 DMU j0的输入为定点 x i0 = [b10, b20, … ,
bm 0 ]和输出为定点 yr 0 = [c10, c20, … , cs0 ]时, 如用 C
2R
模型判断DMU j0为 DEA无效, 而以定点 x i0= [a10, a20,
… , am 0 ]为输入和以定点 y r 0= [d 10, d20,… , d s0 ]为输出
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时,如用 C 2R 模型判断DMU j 0为 DEA 有效。此时可考
虑上述的输入变动和输出变动 D EA模型:
定理 3　 当输入输出变动同时发生, 此时
DMU j0保持 DEA有效的充要条件是:
　 (U1,… ,Um,T1,… ,Ts ) ∈ c= { (U1,…, Um,




r ≤Tr≤ 1且 C1U1 +
… + CmUm + Cm+ 1Tm+ 1+ … + Cm+ rTm+ r≤ 1}
其中Ck (k= 1,…, m, m + 1,…, m+ s)由下面
m + s个点确定
(U*1 1 … 1 1 1 … 1)
( 1 U
*
2 … 1 1 1 … 1)
(… … … … … … … … )
( 1 1 … U*m 1 1 … 1)
( 1 1 … 1 T*1 1 … 1)
( 1 1 … 1 1 T
*
2 … 1)
(… … … … … … … … )
( 1 1 … 1 1 1 … T*s )
证明　 设 U i = Ui - 1, T
 

















































































m ) ∈ Γ
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s ) ∈ Λ
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s ) ∈ c
  (U 1, … ,U
 









( 3) 当 DMU j0的输入为定点 x i0 = [b10, b20,… ,
bm 0 ]和输出为定点 yr 0 = [c10, c20, … , cs0 ]时, 如用 C2R
模型判断DMU j0为非 D EA有效, 而以定点 x i0 = [a10,
a20, … , am 0 ]为输入和以定点 y r0 = [d 10, d 20, … , d s0 ]为
输出时,如用 C 2R 模型判断 DMU j 0为非 D EA 有效, 此
时DMU j 0在整个区间都无效,因为同时增加输入减少输
出不会使无效的决策单元 DMU 变为有效。




显然,此时如用 C 2R 模型得到决策单元DMU j 0为 D EA
无效, 那么决策单元取区间中任何值DMU j0都为 D EA
无效。




C 2R 模型得到决策单元DMU j 0为 D EA 有效,则决策单
元DMU j0在区间内任一点都为 DEA有效, 如用 C 2R 模




型 —— C 2R 模型评价其 DEA 有效性,从理论上基本解
决了在输入和输出为区间值时怎样评价其有效性, 并利
用 DEA灵敏度分析的方法求解决策单元为 D EA 有效
的区间值, 丰富了 D EA 理论。
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更　　正
1998年第 2期王键、 屠新曙的论文 “证券组合的临界线决策” 的作者单位应更正为: 湘潭大
学数学系。
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